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三種即 Newton–Euler (N-E)運動方程，Generalized d’Alembert equation (G-D)運
動方程，及 Lagrange- Euler(L-E)運動方程等(Fu,Gonzalez and Lee，1987)。關於手
指運動方程設計，往往會依不同的問題來設計不同的模型，例如手臂運動方程






貳、方  法 
一、手指模型 
本文之右掌模型如圖一 a 所示，Fi ( i=1,…,16)代表肢體編號， F1 為手掌，F2、F3
及 F4 分別為拇指(thumb)肢段，F5、F6 及 F7 分別為食指肢段，F8、F9 及 F10分別
為中指肢段，F11、F12 及 F13 分別為無名指肢段，F11、F12 及 F13 分別為小指肢段
。在圖一中 Oi( i=0,…,9)，除了 O0 代表活動關節，另外 Gi(i=1,…,16)則表示肢段
質心位置。圖一(b)li 表示肢段長度，l1為手掌肢段長度，l2、l3及 l4 分別為拇指肢
段長度，l5、l6及 l7 分別為食指肢段長度，l8、l9及 l10分別為中指肢段長度，l11、
l12及 l13 分別為無名指肢段長度，l14、l15 及 l16 分別為小指肢段長度。圖一(b)pi 表
示為第 i 座標框對第 i-1 座標框的平移量( iii z,y,x )T， ir  第 i 肢段質心向量 ir  = 
( ix , iy , iz ,1)T。k1、k2、k3、k4、k5 分別代表從 OX0Y0Z0 固定座標系的原點位置，
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慣量參數。手掌三軸的慣性矩 Ix=m1b2/2，Iy= m1 (3b2+L2)/12，Iz= m1 (3b2+L2)/12(m1
為手掌重量，b 為半徑，L 為厚度)。如圖一 a 所示，手指近似圓柱體，因此手指
之三軸之慣性矩 Ix= mi(3b2+L2)/12，Iy= mi (3b2+L2)/12 ，Iz=mib2/2(mi為每一節手
指重量，b 為半徑，L 為厚度)。其次利用平行軸定理，將相對於 i 肢段質心慣性
距與慣性積，轉換至相對於 i-1 座標框原點的慣性距(邱靖華，2006)。其中 F2 拇
指之重心與轉動慣量參數為手掌一部分，因此重心與轉動慣量參數皆設為零
(Zatsiorsky, Seluyanov, 1983 )。 
興 大 體 育 學 刊                                  手 指 運 動 之 最 佳 化 軌 跡 電 腦 模 擬 







如圖一 a 所示，按右手法則(Right-Hand Rule)，在腕關節中間位置取固定座標
框 ox0y0z0 為起點，根據手指關節的結構，以 27 個自由度做為本系統變數，而每



























(mjgUji r j)                   i=1,2,3,.…,27             (1)                  
方程式之符號定義(Fu 等人,1987;Lewis 等人,1993)： q i為廣義坐標，q i為廣
義速度， iq 廣義加速度。Uij為∂0Ai/ ∂qi (i,j=1,2,3,…,27) 。其中 i-1Ai 第 i 座標框相
對於第 i-1 座標框的齊次變換矩陣，0Ai 則是從 0 坐標框到 i 坐標框的齊次變換矩
陣 0Ai=0A11A22A3,…, i-1Ai，Uijk定義為∂0Uij/ ∂qk (i,j,k=1,2,3,…,27)。Ji 為 pseudo-inertia
矩陣(Fu 等人,1987;Lewis 等人,1993)，g =[0,0,-|g|,0]，g=9.8062 ms-2，mj為第 i 肢
段質量， ir 第 i 肢段質心向量 ir  = ( ix , iy , iz ,1)T。 
本研究的演算法根據 L-E 運動方程式可用矩陣表示(Lewis and Syrmos,1995 ; 
Lewis et al.,1993)：τ=M( q ) q +V( q , q )+G( q )。方程式中τ=[τ1, τ2,.., τ27]T 為
27×1 階矩陣，q =[ q 1, q 2,.., q 27]T 為 27×1 階矩陣，q =[ q 1, q 2,.., q 27]T 為 n×1
階矩陣，q =[ q 1, q 2,.., q 27]T為 27×1 階矩陣，M( q )為 27×27 階質量矩陣，V( q , q )
為 38×1 階向心與切線速度向量，G( q )為 27×1 階重力向量矩陣。 
接著將運動方程轉換控制系統的線性狀態空間(Lewis 等人;1993)，定義位置
與速度的狀態變數 xεR54 為 x=[qT q T] T，因此控制系統的線性狀態空間可寫成(
邱靖華，2006)： 









I0                                            (2)      
狀態方程式(2)中 I 為 27×27 單位矩陣。u 為控制向量 q =[ q 1, q 2,.., q 27]T， 
u=-M-1(q)[V(q, q )+G(q)]+M-1(q)τ。本系統的控制方法是採用 Open-loop Linear 
Quardatic Controller，在整個動作過程，分成二個時間點，第一個時間點 t1，x(t1)
為初始狀態。第二個時間點 t2，x(t2)為最終狀態。這二個時間點的狀態變數 x(t1)







uTRu dt                                         (3) 
R為對稱的加權矩陣(設R=[I])。 
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(a)                                     (b) 
圖二、手指動作電腦模擬之初始狀態(a)及最終狀態(b)動作圖，歷時 1.00sec。 
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q i 初始位置狀態(°) 最終位置狀態(°) 
q 1 0 0 
q 2 0 0 
q 3 0 0 
q 4 0 0 
q 5 0 0 
q 6 0 0 
q 7 0 20 
q 8 -20 0 
q 9 0 -65 
q 10 0 0 
q 11 0 30 
q 12 0 0 
q 13 0 0 
q 14 0 5 
q 15 0 30 
q 16 0 80 
q 17 0 0 
q 18 0 5 
q 19 0 60 
q 20 0 50 
q 21 0 0 
q 22 0 80 
q 23 0 30 
q 24 0 -20 
q 25 0 0 
q 26 0 45 
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           (a)                      (b)               
      
          (c)                             (d)  
       
           (e)                                  (f) 
圖三、手指動作經由電腦模擬的動作圖共有六張，每張間隔 0.20sec。a 初始狀態
，f 最終狀態，經歷的時間 1.00sec。 
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本研究之運算程式，是採用 C++程式語言編寫，模擬受測者在 1.0s 內從手指
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附錄 A  CH7T 七型齊次轉換矩陣 
L-E 運動方程所應用之齊次轉換矩陣，是採用 Chiu(1999)所定義以下七型齊
次轉換矩陣(CH7T)，如(4)至(10)方程式所示。在旋轉運算元中以 qi 代表廣義座標
，且設 cqi＝cosqi, sqi＝sinqi。第一型對 i-1Ai＝Tx,q。第二型 i-1Ai＝Ty,q。第三型 i-1Ai
＝Tz,q第四 Ttran-x,q、第五型 Tt-y,q 及第六型 Tt-z,q 齊次轉換矩陣，最後第七型齊次轉
換矩陣 i-1Si(i 為正整數)較為 4×4 階單位矩陣 mSn = mSm+1 m+1Sm+2…… n-2Sn-1 n-1Sn (m,n
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    (10) 
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附錄 B 定義系統變數 
   表二、變數 qi及 i-1Ai 型態 
I ix  iy  iz q i i-1Ai 0Ai 
1 - - - q 1 0A1 =Tt-x,q 0A1=0A1  
2 - - - q 2 1A2 =Tt-y,q 0A2=0A2 
3 - - - q 3 2A3 =Tt-z,q 0A3=0A3 
4 0 0 0 q 4 3A4 =Ty,q 0A4=0A4 
5 0 0 0 q 5 4A5 =Tx,q 0A5=0A5 
6 6x  6y  6z q 6 5A6 =Tz,q 0A6=0A6 
7 0 0 0 q 7 6A7 =Ty,q 0A7 =0A7 
8 0 0 0 q 8 7A8 =Tx,q 0A8=0A8 
9 0 0 l 2 q 9 8A9 =Tz,q 0A9=0A9 
10 0 0 l 3 q 10 9A10 =Ty,q 0A10=0A10  
11 0 0 l 4 q 11 10A11 =Ty,q 0A11=0A11 
12 0 0 0 q 12 11A12 =Ty,q 0A12=0A12 
13 0 0 l 5 q 13 12A13 =Ty,q 0A13=0A66S1212A13 
14 0 0 l 6 q 14 13A14 =Ty,q 0A14=0A66S1212A14 
15 0 0  l 7 q 15 14A15 =Ty,q 0A15=0A66S1212A15 
16 0 0 0 q 16 15A16 =Ty,q 0A16=0A66S1515A16 
17 0 0 l8 q 17 16A17 =Tx,q 0A17=0A66S1515A17 
18 0 0 l 9 q 18 17A18 =Ty,q 0A18=0A66S1515A18 
19 0 0 l10 q 19 18A19 =Ty,q 0A19=0A66S1515A19 
20 0 0 0 q 20 19A20 =Ty,q 0A20=0A66S1919A20 
21 0 0 l 11 q 21 20A21 =Tx,q 0A21=0A66S1919A21 
22 0 0 l12 q 22 21A22 =Ty,q 0A22=0A66S1919A22 
23 0 0 l13 q 23 22A23 =Tyq 0A23=0A66S1919A23 
24 0 0 0 q 24 23A24 =Tz,q 0A24=0A66S2323A24 
25 0 0 l14 q 25 24A25 =Ty,q  0A25=0A66S2323A25 
27 0 0 l 15 q 27 25A27 =Tx,q  0A27=0A66S2323A27 
27 0 0 l 16 q 27 25A27 =Tx,q  0A27=0A66S2323A27 
表中 - 代表 i-1Ai 沒有 pi位置向量，當 0Ai中 i=1,…..,11 時，p1=k 1。當 0Ai中 i=12,…..,15 時，p1=k 
2。當 0Ai中 i=12,…..,19 時，p1=k 3。當 0Ai中 i=20,…..,23 時，p1=k 4。當 0Ai中 i=24,…..,27
時，p1=k 5(邱靖華，2006)。 
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The Computer Simulation of Finger Rehabilitation 
Chiu Ching-Hua, Chen Chin-Fa, Yang Hen-Chia  
National Chung-Hsing University 
ABSTRACT 
                    
The study aims to prove the practicability of the algorithm for the optimal 
trajectory of fingers  through computer simulated animation . Based on a 16-segment 
finger model (Chiu, 2006), this study adopted Lagrange-Euler equations of motion to 
design this dynamic system with 27 degrees of freedom. Next, the method of 
minimized acceleration was used to control the trajectory for finger movements. Then, 
the software edited with C++ language was used to prove it. The results showed that 
under the established boundary conditions for motions of finger joints and limited 
time, the animation simulated in this study was capable of calculating the optimal 
motion trajectory for finger bending and stretching. Therefore, this algorithm, 
presenting vision feedbacks for finger movements, could be applied to the teaching of 
finger rehabilitation as well as controlling the optimal trajectory for rehabilitation 
motions of robotic fingers.   
 
Keyword: algorithm , Lagrange-Euler equations 
 
